
Agrégation - Leçons

Théorème de fejér

ÉNONCÉ :

Théorème :
1. Soit f ∈ C(T). Alors ||σN(f)||∞ ≤ ||f ||∞ pour N ≥ 1 et
σN(f) = f ∗KN converge uniformément vers f .

2. Soit f ∈ Lp(T), p ∈ [1,+∞[. Alors ||σN(f)||p ≤ ||f ||p pour
tout N ≥ 1 et on a :

lim
N→+∞

||σN(f)− f ||p = 0

DÉVELOPPEMENT :

LEMME : Pour p ∈ [1,+∞[, f ∈ Lp2π(R), l’application Φ
définie par :

Φf : R −→ Lp2π(R)
a 7−→ τaf

est uniformément continue.

Démonstration. • Cas où f ∈ C2π(R) : f étant uniformément
continue, il existe δ > 0 tel que pour tous x, y ∈ R :

(|x− y| ≤ δ)⇒ (|f(x)− f(y)| ≤ ε)

Ainsi, dès que |a− b| ≤ δ pour a, b ∈ R, il vient que :

||τbf − τaf ||p =
( 1

2π
∫ π
−π
|f(x− a)− f(x− b)|pdx

) 1
p

≤ ε

• Cas où f ∈ Lp2π(R) : Fixons ε > 0. On dispose par densité
de C2π(R) dans Lp2π(R) d’une fonction g ∈ C2π(R) telle que
||f − g||p ≤ ε

4 . De plus, l’uniforme continuité de Φg sur R nous
assure l’existence d’un δ > 0 tel que pour tous a, b ∈ R :

(|a− b| ≤ δ)⇒
(
||Φg(a)− Φg(b)||p ≤

ε

2

)

Ainsi, on a :

||Φf(b)− Φf(b)||p ≤ 2||f − g||p + ||Φg(b)− Φg(a)||p
≤ 2ε+ ||Φg(b)− Φg(a)||p
≤ ε

d’où le résultat.

Démonstration. (théorème) :
1. Soit f ∈ C(T). On a :

||σN(f)||∞ = ||f ∗KN ||∞ ≤ ||f ||∞
Considérons le module de continuité de f définie par
ω : R+ −→ R+ tel que

ω(η) = sup{|f(u)− f(v)| | u, v ∈ R, |u− v| ≤ η}

Soient δ > 0 et x ∈ T, on a alors :

|f(x)− σN(f)(x)| =
∣∣∣∣∣f(x)− 1

2π
∫ 2π

0
f(x− t)KN(t)dt

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π
∫ π
−π
|f(x)− f(x− t)|KN(t)dt

≤ ω(δ) + 2||f ||∞ sup
|t|∈[δ,π]

KN(t)
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Or sup|t|≤[δ,π]KN(t) ≤ 1
N sin2( δ2)

, d’où :

||f − σN(f)||∞ ≤ ω(δ) + 2||f ||∞
N sin2

(
δ
2
)

Comme δ > 0 est arbitraire, il vient, en passant à la limite
supérieure :

lim sup
N→+∞

||f − σN(f)||∞ ≤ inf
δ∈R+∗

ω(δ)

Mais comme ω(0) = 0 et que ω est continue en 0 par uniforme
continuité de f sur T, on en déduit que :

||f − σN(f)||∞ −−−−→
N→+∞

0

2. Soit f ∈ Lp(T). Soit x ∈ T. En vertu de l’inégalité de hölder
appliquée à la mesure de probabilité t 7→ KN(t) dt2π , il vient :

|σN(f)(x)|p ≤ 1
2π

∫ 2π

0
|f(x− t)|pKN(t)dt

Ainsi, par le théorème de fubini-tonelli, on a :

||σN(f)||pp ≤ ||f ||pp
1

2π
∫ 2π

0
KN(t)dt = ||f ||pp

De même, on a :

||f − σN(f)||pp ≤
1

2π
∫ 2π

0
KN(t)g(t)dt = σN(g)(0)

où g : t 7→ ||f − τtf ||pp est continue. Par (1), on en déduit que
||σN(f)− f ||p −−−−→

N→+∞
0.

Remarques :
• On utilise le théorème de heine sur le compact T qu’il faut

savoir montrer.
• On utilise l’isomorphisme T ' R/2πZ afin d’identifier bijecti-

vement l’ensemble Lp2π(R) à Lp(T).
• On utilise les faits suivants : KN est positif et vérifie, pour tout
x ∈ T :

KN(x) = 1
N

sin
(
Nx
2
)

sin
(
x
2
)
2

. De plus, ∫ π−πKN(t)dt = 1.
• ω est continue en 0 puisque pour tout ε > 0, il existe η tel que
ω(η) < ε par uniforme continuité de f . Ainsi, ω ≤ ε sur ]0, η]
d’où ω(0+) ≤ ε.

• Il faut connaître quelques unes de ses nombreuses applications
(base hilbertienne dans L2(T), injectivité des coefficients d’une
fonction L1, etc.).
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